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4HEÓQUADRATICÓEQUATIONÓHASÓFRUSTRATEDÓMATHÓSTUDENTSÓFORÓMILLENNIUMS�Ó"UTÓAÓMATHÓPROFESSORÓATÓ#ARNEGIEÓ-ELLON
5NIVERSITYÓINÓ0ITTSBURGHÓMAYÓHAVEÓCOMEÓUPÓWITHÓAÓBETTERÓWAYÓOFÓSOLVINGÓIT�

m7HENÓ)ÓSTUMBLEDÓONÓTHIS�Ó)ÓWASÓJUSTÓCOMPLETELYÓSHOCKED�nÓSAIDÓTHEÓPROFESSOR�Ó0O
3HENÓ,OH�

1UADRATICS�ÓWHICHÓAREÓINTRODUCEDÓINÓELEMENTARYÓALGEBRAÓCLASSES�ÓPOPÓUPÓOFTENÓINÓPHYSICSÓANDÓENGINEERINGÓINÓTHE
CALCULATINGÓOFÓTRAJECTORIES�ÓEVENÓINÓSPORTS�Ó)F�ÓWHILEÓWATCHINGÓTHEÓ3UPERÓ"OWL�ÓYOUÓHADÓWANTEDÓTOÓESTIMATEÓHOWÓFARÓA
PASSÓTHROWNÓBYÓ0ATRICKÓ-AHOMESÓTRAVELEDÓTHROUGHÓTHEÓAIR�ÓYOUÓWOULDÓHAVEÓBEENÓSOLVINGÓAÓQUADRATICÓEQUATION�Ó4HE
EQUATIONSÓALSOÓSHOWÓUPÓINÓCALCULATIONSÓFORÓMAXIMIZINGÓPROFIT�ÓAÓKEYÓCONSIDERATIONÓFORÓANYONEÓWHOÓWANTSÓTOÓSUCCEED
INÓBUSINESS�

$R�Ó,OHÓHASÓNOTÓDISCOVEREDÓSOMETHINGÓENTIRELYÓNEW�Ó)NDEED�ÓHISÓMETHODÓMIXESÓTOGETHERÓIDEASÓDATINGÓBACK
THOUSANDSÓOFÓYEARSÓTOÓTHEÓ"ABYLONIANS�Ó"UTÓTHISÓISÓNOTÓHOWÓMODERNÓALGEBRAÓTEXTBOOKSÓPRESENTÓTHEÓTOPIC�

m4OÓFINDÓOUTÓTHATÓTHERElSÓTHISÓTRICKÓFROMÓTHOUSANDSÓOFÓYEARSÓAGOÓTHATÓYOUÓCANÓIMPORTÓINTOÓHEREÓISÓAMAZINGÓTOÓME�nÓ$R�
,OHÓSAID�Óm)ÓWANTEDÓTOÓSHAREÓTHATÓASÓWIDELYÓASÓPOSSIBLE�n

$R�Ó,OHÓMENTORSÓSOMEÓOFÓTHEÓTOPÓHIGHÓSCHOOLÓMATHÓSTUDENTSÓINÓTHEÓCOUNTRYÓASÓCOACHÓOFÓTHEÓ5NITEDÓ3TATES
-ATHEMATICALÓ/LYMPIADÓTEAM�Ó"UTÓHEÓALSOÓWANTSÓTOÓIMPROVEÓTHEÓTEACHINGÓOFÓALLÓMATHÓSTUDENTS�

m%VERYONEÓASSUMESÓTHEÓONLYÓPEOPLEÓ)ÓWORKÓWITHÓAREÓ/LYMPIADÓSTUDENTS�nÓSAIDÓ$R�Ó,OH�ÓWHOÓISÓTHEÓFOUNDERÓOFÓTHE
EDUCATIONALÓWEBSITEÓ%XPII�Óm4HATlSÓNOTÓTRUE�Ó-YÓPASSIONÓISÓEVERYONE�n

!ÓFEWÓMONTHSÓAGO�Ó$R�Ó,OHÓPOSTEDÓONLINEÓAÓPAPERÓDESCRIBINGÓHISÓMETHOD�ÓANDÓTEACHERSÓHAVEÓALREADYÓTRIEDÓITÓINÓTHEIR
CLASSROOMS�

3IGNÓUPÓFORÓ3CIENCEÓ4IMESxx'ETÓSTORIESÓTHATÓCAPTUREÓTHEÓWONDERSÓOFÓNATURE�
THEÓCOSMOSÓANDÓTHEÓHUMANÓBODY�Ó'ETÓITÓSENTÓTOÓYOURÓINBOX�



m)ÓWASÓREALLYÓSURPRISEDÓTHATÓMOSTÓOFÓTHEMÓWEREÓGETTINGÓIT�nÓSAIDÓ"OBSONÓ7ONG�ÓAÓMATHÓTEACHERÓATÓ"AYSIDEÓ(IGH
3CHOOLÓINÓ1UEENS�Ó.EWÓ9ORK�ÓWHOÓUSEDÓTHEÓAPPROACHÓINÓANÓALGEBRAÓCLASSÓWHEREÓMANYÓSTUDENTSÓFEARÓMATH�Óm4HEY
WEREÓABLEÓTOÓDOÓITÓONÓTHEIRÓOWN�n

4HEÓBURSTÓOFÓPEDAGOGICALÓDISCUSSIONÓABOUTÓQUADRATICÓEQUATIONSÓHIGHLIGHTSÓTHEÓABILITYÓOFÓTHEÓINTERNETÓTOÓSPREADÓNEW
TEACHINGÓIDEASÓQUICKLY�

m)TlSÓINNOVATIONÓINÓEDUCATIONÓTHATlSÓBEINGÓPURSUEDÓTHEÓRIGHTÓWAY�nÓSAIDÓ-ICHAELÓ$RISKILL�ÓCHIEFÓOPERATINGÓOFFICERÓOF
-ATHÓFORÓ!MERICA�ÓANÓORGANIZATIONÓTHATÓRECOGNIZESÓTOPÓTEACHERSÓANDÓPROVIDESÓFORUMSÓFORÓTHEMÓTOÓEXCHANGEÓIDEAS�
�-R�Ó7ONGÓISÓONEÓOFÓTHEÓPEOPLEÓTHATÓ-ATHÓFORÓ!MERICAÓHASÓDESIGNATEDÓASÓAÓMASTERÓTEACHER�	

-R�Ó$RISKILLÓSAIDÓ$R�Ó,OHÓDIDÓNOTÓPROCLAIMÓTHATÓHEÓHADÓSOMETHINGÓDEFINITIVELYÓBETTER�ÓBUTÓINSTEAD�Óm(EÓPUTÓITÓOUTÓTO
TEACHERSÓANDÓASKED�Ók$OESÓITÓWORKÓINÓCLASSROOM�ln
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&IRST�ÓAÓQUICKÓREVIEWÓABOUTÓQUADRATICÓEQUATIONSÓANDÓPARABOLAS�
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"EFOREÓSTUDENTSÓAREÓPRESENTEDÓWITHÓTHEÓQUADRATICÓFORMULA�ÓTHEYlREÓTAUGHTÓAÓSIMPLERÓMETHODÓTOÓSOLVEÓCERTAIN
EQUATIONS�Ó&ORÓSIMPLICITY�ÓWElLLÓCONSIDERÓANÓEQUATIONÓWHEREÓAÓ�Ó��
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9OUÓMIGHTÓRECALLÓYOURÓTEACHERÓASKINGÓYOUÓTOÓFACTORÓTHEÓJUMBLEÓOFÓSYMBOLS�Ó4HATÓIS�ÓYOUÓHOPEDÓTOÓFINDÓTWOÓNUMBERSÓR
ANDÓSÓSUCHÓTHAT
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-ULTIPLYINGÓOUTÓ�XÓpÓR	�XÓpÓS	ÓPRODUCESÓX�ÓpÓ�RÓ�ÓS	XÓ�ÓRS�

4HEÓKEYÓISÓTOÓFINDÓRÓANDÓSÓSUCHÓTHATÓTHEÓSUMÓOFÓRÓANDÓSÓEQUALSÓ�Ó�THATÓIS�ÓRÓ�ÓSÓ�Ó�	�ÓANDÓMULTIPLYINGÓRÓANDÓSÓPRODUCESÓp
�Ó�RÓ­ÓSÓ�Óp�	�Ó)FÓTHEYÓEXIST�ÓTHENÓRÓANDÓSÓAREÓTHEÓTWOÓANDÓONLYÓTWOÓSOLUTIONS�

&IGURINGÓOUTÓTHEÓFACTORSÓTHATÓWORKÓISÓESSENTIALLYÓTRIALÓANDÓERROR�Óm4HEÓFACTÓTHATÓYOUÓSUDDENLYÓHAVEÓTOÓSWITCHÓINTOÓA
GUESSINGÓMODEÓMAKESÓYOUÓFEELÓLIKEÓMAYBEÓMATHÓISÓCONFUSINGÓORÓNOTÓSYSTEMATIC�nÓ$R�Ó,OHÓSAID�

'UESSINGÓALSOÓBECOMESÓCUMBERSOMEÓFORÓQUADRATICSÓWITHÓLARGEÓNUMBERS�ÓANDÓITÓONLYÓWORKSÓNEATLYÓFORÓPROBLEMSÓTHAT
AREÓCONTRIVEDÓTOÓHAVEÓINTEGERÓANSWERS�

$R�Ó,OHlSÓMETHODÓELIMINATESÓTHISÓGUESSINGÓGAME�Ó"UTÓFORÓMANYÓALGEBRAÓSTUDENTS�ÓTHEÓJUMBLEÓOFÓALGEBRAICÓSYMBOLSÓIS
STILLÓCONFUSING�Ó3OÓ-R�Ó7ONGÓTELLSÓTHEMÓTOÓSKETCHÓAÓPARABOLA�

m)FÓYOUÓGRAPHÓIT�ÓITlSÓMUCHÓEASIERÓFORÓTHEÓKIDSÓTOÓUNDERSTANDÓWHATlSÓGOINGÓON�nÓHEÓSAID�

3Zb�_SP�YPb�XP_SZO�bZ]V^
4HISÓALTERNATEÓMETHODÓFORÓSOLVINGÓQUADRATICÓEQUATIONSÓUSESÓTHEÓFACTÓTHATÓPARABOLASÓAREÓSYMMETRICAL�
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4HEÓSAMEÓMETHODÓALSOÓWORKSÓFORÓEQUATIONSÓTHATÓAREÓNOTÓREADILYÓFACTORABLE�

4HATlSÓWHENÓSTUDENTSÓTURNÓTOÓTHEÓQUADRATICÓFORMULA�Ó"UTÓTHEYÓOFTENÓMISREMEMBERÓITÓqÓTHEÓUSUALÓDERIVATIONÓISÓAÓBIT
CONVOLUTEDÓINVOLVINGÓAÓTECHNIQUEÓCALLEDÓmCOMPLETINGÓTHEÓSQUAREnÓqÓANDÓGETÓTHEÓWRONGÓANSWERS�

$R�Ó,OHlSÓMETHODÓALLOWSÓPEOPLEÓTOÓCALCULATEÓTHEÓANSWERSÓWITHOUTÓREMEMBERINGÓTHEÓEXACTÓFORMULA�Ó�)TÓALSOÓPROVIDES
AÓMOREÓSTRAIGHTFORWARDÓPROOF�	

m-ATHÓISÓNOTÓABOUTÓMEMORIZINGÓFORMULASÓWITHOUTÓMEANING�ÓBUTÓRATHERÓABOUTÓLEARNINGÓHOWÓTOÓREASONÓLOGICALLY
THROUGHÓPRECISEÓSTATEMENTS�nÓ$R�Ó,OHÓSAID�

-R�Ó7ONGÓSAIDÓ$R�Ó,OHlSÓVERSIONÓISÓEASIERÓFORÓSTUDENTSÓBECAUSEÓIT�ÓmPROVIDESÓONEÓMETHODÓFORÓSOLVINGÓALLÓKINDSÓOF
QUADRATICÓEQUATIONS�n

,�_PNSYT\`P�bT_S�LYNTPY_�]ZZ_^
$R�Ó,OHÓDELVEDÓINTOÓMATHEMATICSÓHISTORYÓTOÓFINDÓTHATÓTHEÓ"ABYLONIANSÓANDÓ'REEKSÓHADÓTHEÓSAMEÓINSIGHTS�ÓALTHOUGH
THEIRÓUNDERSTANDINGÓWASÓLIMITEDÓBECAUSEÓTHEIRÓMATHÓWASÓLIMITEDÓTOÓPOSITIVEÓNUMBERS�Ó)TÓWASÓONLYÓLATERÓTHATÓPEOPLE
CAMEÓUPÓWITHÓTHEÓCONCEPTSÓOFÓNEGATIVEÓNUMBERS�ÓZEROÓANDÓEVENÓMOREÓESOTERICÓCONCEPTSÓLIKEÓIMAGINARYÓNUMBERSÓq
THEÓSQUAREÓROOTSÓOFÓNEGATIVEÓNUMBERS�

(EÓEVENÓFOUNDÓOUTÓTHATÓAÓMATHÓTEACHERÓINÓ3UDBURY�Ó#ANADA�ÓNAMEDÓ*OHNÓ3AVAGEÓCAMEÓUPÓWITHÓAÓSIMILARÓAPPROACH
��ÓYEARSÓAGO�Ó!NÓARTICLEÓBYÓ-R�Ó3AVAGEÓINÓTHEÓJOURNALÓ4HEÓ-ATHEMATICSÓ4EACHERÓINÓ����ÓLAIDÓOUTÓALMOSTÓTHEÓSAME
PROCEDURE�ÓALTHOUGHÓ$R�Ó,OHÓFILLEDÓINÓSOMEÓNUANCESÓOFÓLOGICÓINÓEXPLAININGÓWHYÓITÓWORKS�

m)ÓHONESTLYÓCANlTÓREMEMBERÓEXACTLYÓWHEREÓTHEÓEUREKAÓMOMENTÓWAS�nÓ-R�Ó3AVAGEÓSAIDÓINÓAÓPHONEÓINTERVIEW�Ó"UTÓIT
SEEMEDÓTOÓBEÓANÓIMPROVEMENTÓOVERÓTHEÓUSUALÓWAYÓOFÓTEACHINGÓTHEÓSUBJECT�

(EÓCONTINUEDÓUSINGÓTHATÓAPPROACH�ÓASÓDIDÓSOMEÓOTHERÓTEACHERSÓHEÓKNEW�Ó"UTÓTHEÓINTERNETÓWASÓSTILLÓINÓITSÓINFANCY�ÓAND
THEÓIDEAÓFADEDÓAWAY�

m)TÓNEVERÓCAUGHTÓON�nÓ-R�Ó3AVAGEÓSAID�Óm,OOKINGÓBACKÓONÓIT�Ó)ÓSHOULDÓHAVEÓPUSHEDÓITÓAÓLITTLEÓMORE�Ó)ÓTHINKÓITlSÓSOÓMUCH
EASIERÓTHANÓTHEÓTRADITIONALÓWAY�n

-R�Ó3AVAGEÓSAIDÓHEÓWASÓEXCITEDÓTOÓSEEÓTHEÓSAMEÓIDEAÓREVIVEDÓ��ÓYEARSÓAFTERÓHEÓHADÓRETIRED�Óm)ÓWASÓQUITEÓINTERESTEDÓTO
READÓITÓNOW�nÓHEÓSAIDÓOFÓ$R�Ó,OHlSÓPAPER�Óm)TlSÓQUITEÓINTERESTINGÓTHATÓHEÓBASICALLYÓCAMEÓUPÓWITHÓTHEÓSAMEÓIDEA�n

5IF�UXP�TPMVUJPOT�UP�UIF�RVBESBUJD�FRVBUJPO�XJMM�CF�UIF�BYJT�PG
TZNNFUSZ�QMVT�PS�NJOVT�BO�VOLOPXO�BNPVOU
�XIJDI�XFnMM�DBMM�V�
*O�UIJT�FYBNQMF�
�

S�����r�V�BOE�T�������V
�
5P�÷OE�V
�XF�XBOU�UIF�QSPEVDU�PG�S�BOE�T�UP�CF�FRVBM�UP�D
�XIJDI�JO
UIJT�FYBNQMF�JT�r���3FXSJUJOH�S�BOE�T�JO�UFSNT�PG�V�
�

S�®�T���r�
	��r�V
�®�	����V
���r�

�

4PMWJOH�UIBU�ZJFMET����r�V����r��PS�V�����
�TP�V�����XPSLT�
�
5IF�UXP�TPMVUJPOT�UP�UIJT�RVBESBUJD�FRVBUJPO�BSF���r�V�BOE�����V

PS�r��BOE����*O�PUIFS�XPSET
�UIJT�QBSBCPMB�JOUFSTFDUT�UIF�Y�BYJT
XIFO�Y���r��BOE�Y�����

�
"YJT�PG�TZNNFUSZ

r� ��

r� �

�



$PSSFDUJPO�x.BSDI��
�����
!NÓEARLIERÓVERSIONÓOFÓTHISÓARTICLEÓREFERREDÓINCOMPLETELYÓTOÓTHEÓROLEÓPLAYEDÓBYÓCOEFFICIENTSÓINÓTHEÓQUADRATIC
FUNCTION�xYx�xAX�x�xBXx�xC�Ó"OTHxAxANDxBxCANÓSHIFTÓAÓPARABOLA�SÓAXISÓOFÓSYMMETRY�ÓNOTÓJUSTxB�x
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